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La Théorie des « ponts » de la théorie des
topos: introduction conceptuelle

Olivia Caramello

Introduction

Les mathématiques se divisent en plusieurs domaines distincts : géométrie, théorie des
nombres, algébre, analyse, logique mathématique, etc. Au fil des ans, chacun d’eux a
évolué en développant ses propres idées et techniques pour atteindre finalement le
remarquable degré de spécialisation qu’on leur connait. Aujourd’hui plus encore que par
le passé, nous ressentons le besoin de théories unificatrices qui pourraient relier de facon
interdisciplinaire les différents domaines des mathématiques et les divers ensembles de
concepts, objets et méthodes qui leur sont associés, le tout selon de nouvelles maniéres
performantes. Ainsi disposerions-nous de nouveaux outils efficaces pour résoudre des
problémes qui se posent depuis longtemps. A plusieurs reprises déja, des solutions a des
probléemes profonds existant dans un champ donné ont été trouvées en utilisant d’abord,
voire uniquement, des méthodes appartenant a d’autres champs - ce qui montre bien
qu’on devrait plutdt considérer les mathématiques comme un tout cohérent que comme
une série de champs séparés. Qu’on pense par exemple a la géométrie analytique, qui
permet d’étudier des formes géométriques grice a la manipulation algébrique, ou a la
notion grothendieckienne de spectre, qui permet d’étudier des objets discrets grice a une
intuition géométrique continue.
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L’'importance des « ponts » entre différents domaines tient au fait qu’ils permettent de
transférer des connaissances et des méthodes entre ces domaines de telle maniére que les
problémes formulés dans le langage d'un domaine donné peuvent étre examinés (et
éventuellement résolus) en utilisant des techniques appartenant a un domaine différent,
et que les résultats d'un domaine donné peuvent étre transférés de fagon appropriée en
résultats dans un autre domaine.

11y a quelques années, j’ai eu I'intuition que la théorie des topos de Grothendieck pouvait
fournir un moyen convaincant d’unifier entre elles différentes théories mathématiques.
Plus précisément, j’ai imaginé que la possibilité de représenter des topos de manieres
multiples pouvait étre exploitée pour construire des « ponts » reliant différentes théories
et permettant un transfert d'information entre elles.

Les topos sont des concepts logiques abstraits qui se situent a un niveau de généralité
idéal pour éclairer I'ensemble des mathématiques. A toute théorie mathématique de
forme tres générale (algébrique, géométrique ou de tout autre nature) peut étre associé
un topos, appelé topos « classifiant » de cette théorie, qui renferme ses caractéristiques
essentielles (C’est-a-dire précisément celles qui sont invariantes relativement a une idée
générale d’équivalence des théories). Cela nous permet d’étudier des théories en étudiant
leurs topos classifiants. Différentes théories peuvent étre classifiées par le méme topos,
ce qui signifie précisément qu’elles décrivent, dans des langages différents, les mémes
structures. L’existence de différentes théories classifiées par le méme topos se traduit, au
niveau technique, par 'existence de multiples représentations pour ce topos. Ce dernier
peut alors étre utilisé comme un « pont » permettant de transférer des propriétés, des
idées et des résultats entre ces théories.

Au cours des derniéres années, j'ai développé un ensemble de méthodes et de techniques
intra-disciplinaires afin d’utiliser de maniere efficace les topos comme des « ponts »
unifiants. Ce faisant, j’ai mis a jour un certain nombre de connexions entre différentes
théories mathématiques qui étaient jusqu’alors cachées, voire, dans de nombreux cas,
insoupgonnées. En 2010, mon intuition avait été soutenue par les résultats obtenus dans
ma thése de doctorat. Le travail qui suivit apporta chaque année de nouvelles preuves,
dont certaines fournirent la solution a des problemes qui se posaient depuis longtemps.
Depuis lors s’est constitué un important corpus de résultats mathématiques, comprenant
un certain nombre d’applications profondes dans des champs distincts tels que I'algebre,
la géométrie, la topologie, I'analyse fonctionnelle, la théorie des modéles et la théorie des

preuves.
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Le propos de cet article est de fournir une introduction conceptuelle accessible a des non
spécialistes de la théorie des « ponts » de la théorie des topos' - Le dernier paragraphe est
plus technique que les précédents et requiert, pour étre compris correctement, un
minimum de familiarité avec la logique et la théorie des catégories?.

Le concept d’unification

Avant de poursuivre, il convient de clarifier la signification du terme « unification ». Ce

terme est légérement ambigu et peut recouvrir diverses significations.

Unification « statique » et unification « dynamique »

On peut distinguer deux types d’unification :

- l'unification « statique » (par voie de généralisation) : deux concepts sont considérés
comme des exemples spécifiques d'un concept plus général

*

Les résultats qui s’appliquent au concept général peuvent étre spécialisés pour produire
des résultats sur les deux autres concepts plus particuliers.

- l'unification « dynamique » (par voie de construction) : deux objets sont associés 'un a
'autre par le biais d’'un troisieme (généralement construit a partir d’eux), qui agit comme
un « pont » permettant de transférer de I'information entre eux :
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Le transfert d’information provient du processus consistant a « traduire » des propriétés
(resp. constructions) sur I’ « objet pont » en propriétés (resp. constructions) sur les deux
objets.

Nous qualifions la premiere forme d’unification de « statique » en vertu du fait que
réaliser deux concepts différents comme cas particuliers d'un concept plus général
n’offre pas en soi une maniére de transférer de I'information entre eux. Par exemple, le
fait que les préordres et les groupes soient tous deux des exemples particuliers de I'idée
générale de catégorie n’offre pas en soi un moyen de transférer des résultats concernant
les préordres a des résultats concernant les groupes ou vice-et-versa.

En revanche, la seconde forme d’unification permet un transfert « dynamique »
d’information entre les deux objets donnés. En effet, le troisiéme objet qui est associé a
chacun des deux objets, ou construit a partir d’eux, admet deux « représentations »
différentes correspondant aux deux maniéres différentes de le construire a partir de
chacun de ces deux objets. Un tel objet produit ainsi des « ponts » entre les deux objets
donnés au sens ou de I'information peut étre transférée entre eux en traduisant des
propriétés de (resp. des constructions sur) 'objet pont en propriétés des (resp.
constructions sur les) deux objets en exploitant ses deux représentations différentes.
lustrons la différence entre ces deux types d’unification au moyen de quelques exemples
mathématiques éminents.

En offrant un systéme ou tous les concepts mathématiques usuels peuvent étre exprimés
de maniére rigoureuse, la théorie des ensembles a représenté la premieére tentative
sérieuse de la logique pour unifier les mathématiques, du moins au niveau du langage.
Plus tard, la théorie des catégories nous a offert un langage abstrait alternatif grace
auquel la majeure partie des mathématiques peut étre formulée. A cet égard, cette
théorie a représenté un pas de plus vers 'objectif d’'une « unification des

mathématiques ». Quoi qu'il en soit, ces deux systémes réalisent une unification

4 /16


http://www.glass-bead.org/wp-content/uploads/Fig2New.jpg

La Théorie des « ponts » de la théorie des topos: introduction conceptuelle | Olivia Caramello

« statique » en ceci que, si chacun d’eux offre une maniere d’exprimer et d’organiser les
mathématiques en un seul langage, ils n’offrent pas en eux-mémes de méthodes efficaces
pour un réel transfert de connaissances entre des champs distincts.

En revanche, la théorie des « ponts » de la théorie des topos offre une maniére
systématique de comparer des théories mathématiques distinctes et de transférer entre
elles des connaissances. Dans ce cadre, les deux objets devant étre associés I'un a 'autre
sont des théories mathématiques distinctes qui partagent un « noyau sémantique »
commun, tandis que 'objet pont est un topos de Grothendieck représentant précisément
ce « noyau » commun.

De méme qu’en général un « objet pont » donné peut relier non seulement deux objets
entre eux mais aussi plusieurs paires différentes d’objets, il existe dans le cadre de la
théorie des topos, pour chaque topos, un nombre infini de théories mathématiques
différentes qui lui sont associées (a travers la construction du topos classifiant).

D’autres exemples d'unification dynamique se rencontrent bien siir en mathématiques ;
en fait, les invariants sont toujours sources de « ponts » entre les objets a partir desquels
ils sont définis. Le groupe fondamental d’'un espace topologique, par exemple, peut étre
utilisé comme un pont pour transférer de I'information entre des espaces topologiques,
au sens ol si deux espaces topologiques ont des groupes fondamentaux isomorphiques,
alors certaines propriétés topologiques, telle que la connexité simple, peuvent étre
transférées le long de ces espaces ; de la méme maniére, des groupes peuvent étre utilisés
pour classifier des géométries comme dans le programme d’Erlangen de Kleins, etc.
L’aspect surprenant des topos est que, contrairement a la plupart des invariants
considérés en mathématiques, ils permettent de comparer, et de relier entre elles de
maniere efficace, des théories mathématiques pouvant éventuellement appartenir a
différents sous-domaines des mathématiques.

L'idée de « pont »

En général, on compare des paires d’objets entre lesquelles il existe une forme de
relation. Pour transférer de 'information entre des objets associés par une relation
donnée, il est donc fondamental d’identifier (et, si possible, de classifier) les propriétés
des objets qui sont invariants quant a cette relation. Selon les cas, cette tiche peut étre ou
bien aisément réalisable ou d’'une incroyable difficulté. En fait, une relation entre deux
objets donnés est en général une entité abstraite évoluant dans un contexte idéal qui est
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normalement différent de celui dans lequel se situent ces deux objets. Ainsi devient-il
d’une importance cruciale d’identifier davantage d’entités concretes qui pourraient
fonctionner comme des « ponts » reliant deux objets donnés.

On peut penser a un objet pont reliant deux objets a et b comme a un objet u qui peut
étre « construit » a partir de n’importe lequel de ces deux objets a et b et qui admet deux
représentations différentes f(a) et g(b) associées par une quelconque équivalence =, la

premiere représentation étant dans les termes de 'objet a et la seconde dans les termes
del'objet b :

Les transferts d'information proviennent du processus consistant a « traduire » =- des
propriétés invariantes (resp. constructions) sur I’ « objet pont » en propriétés (resp.
constructions) sur les deux objets a et b en utilisant les deux différentes représentations
de u. On notera que I'invariance quant a = est essentielle pour pouvoir considérer la
propriété donnée de (ou construction sur) u a la fois du point de vue de a, en utilisant f,
et du point de vue de b, en utilisant g.

Bien sfir, un « pont » de ce type est plus ou moins utile suivant que les « encodages » f et
g sont suffisamment bien spécifiés pour permettre d’authentiques « décodages » de la
propriété donnée de (ou de la construction sur) f(a) (resp. g(b)) dans les termes des
propriétés de (ou des constructions sur) a (resp. de/sur b).

L’idée de « pont » est strictement associée a celle de « construction invariante ». Etant
donné deux ensembles I et O, et deux relations équivalentes =1 et =O respectivement
sur 1 et sur O, on peut définir qu'une construction invariante f: (I,=1) - (O, =O ) est
une fonction f: 1 — O qui respecte les relations d’équivalence (c’est-a-dire telle qu’a
chaque fois que x =1y, f(x) =O f(y)). On dira que f est conservative si elle reflete les
relations d’équivalence (c’est-a-dire qu’a chaque fois que f(x) =O f(y), x =1y). Etant

donné une construction invariante f: (1,~1) — (O,=O), un objet pont reliant deux objets
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x,y € 1 est un objet b € O tel que b = O f(x) et que b = O f(y). Etant donné une
construction invariante conservative f : (I,=1) — (O,=0O ), les objets ponts dans O,
considérés a =O équivalence pres, peuvent étre pensés comme des objets classifiants,
dans la mesure ot ils peuvent étre pris comme des représentants canoniques de =1
classes d’équivalence.

Bien siir, un « pont » de ce type est particulierement utile pour classifier =1 propriétés
invariantes dans les cas o il est plus facile de travailler avec des objets de type O qu’avec
des objets de type 1, ou lorsque la relation = O est plus malléable que la relation =1.
Comme nous le verrons dans le paragraphe 4, dans le contexte de la théorie des « ponts »
de la théorie des topos, les objets a comparer entre eux sont des théories mathématiques
(formalisées au sein d’une sorte de logique de premier ordre) tandis que la construction
invariante est donnée par la construction du topos classifiant.

Traductions structurelles

La méthode des ponts peut étre interprétée d’'un point de vue linguistique comme une
méthodologie pour traduire des concepts d'un contexte a un autre. Mais de quel genre de
traduction s’agit-il ? En général, on peut distinguer entre deux approches
fondamentalement différentes de la traduction.

- Papproche « axée sur le dictionnaire » ou « ascendante » [« bottom-up »], qui consiste a
renommer les seuls mots qui composent les phrases en ayant recours au dictionnaire.

- Papproche « axée sur les invariants » ou « descendante » [« top-down »], qui consiste a
identifier des concepts appropriés qui devront rester invariants dans la traduction et a
analyser ensuite la facon dont ces invariants peuvent étre exprimés dans les deux
langages.

Comme on peut naturellement s’y attendre, les traductions de la premiére catégorie, bien
que parfois utiles, restent fondamentalement superficielles en ceci qu’elles ne modifient
pas la « forme » des phrases sur lesquelles elles interviennent et n’offrent donc pas de
facons réellement différentes de véhiculer un certain message. En revanche, les
traductions axées sur les invariants sont susceptibles de transformer considérablement la
forme syntaxique utilisée pour exprimer une certaine signification, et d’ouvrir ainsi de
nouvelles perspectives et points de vue sur le message donné. Nous y reviendrons dans la
sous-partie 3.2.

Les traductions d'une théorie mathématique a une autre réalisées par le biais de
bi-interprétations entre elles appartiennent a la premiere catégorie. En effet, la
bi-interprétation fonctionne comme une sorte de dictionnaire permettant de traduire
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des formules écrites dans le langage de la premiére théorie en formules écrites dans le
langage de la seconde. En revanche, les traductions « axées sur les ponts », et en
particulier celles de la théorie des topos, appartiennent a la seconde catégorie. En fait,
dans le contexte de la théorie des « ponts » de la théorie des topos, les propriétés
invariantes sont des invariants de la théorie des topos, et 'expression de ces invariants
dans les termes des deux théories différentes est essentiellement déterminée par la
relation structurale entre le topos et ses deux représentations différentes.

Quelques exemples de « ponts » en science.

Afin d’illustrer le concept de « pont » tel que nous 'avons présenté, étudions maintenant
quelques situations scientifiques pouvant étre naturellement interprétées en termes de
« ponts ».

L'astronomie : I’ « étoile classifiante » d’'une planéte

L’univers est composé de plusieurs étoiles, autour desquelles certains corps, appelés
planeétes, sont en rotation. Différentes planétes peuvent étre en rotation autour d’'une
étoile donnée, mais chaque planéte est en rotation autour d’une seule étoile, que nous
appelons I'étoile « classifiante » de cette planete.

La trajectoire qu’effectue une planéte donnée autour de son étoile classifiante est
déterminée par deux ensembles d’éléments : les parametres déterminant l'ellipse et la
période de révolution autour de son étoile classifiante. La paire (les parametres de
Iellipse, la période de révolution) d’'une planéte donnée détermine son orbite et son
étoile classifiante.

Une étoile classifiante ne peut étre identifiée que depuis une des planetes qu’elle permet
de classifier (et de maniere équivalente, depuis la paire associée a cette planéte) et
représente le « bon » point de vue depuis lequel on doit I'observer (de fait, le mouvement
elliptique d’'une planéte parait tres étrange lorsqu’on 'observe de tout autre point de vue
que celui de ses foyers).

Différentes planetes en rotation autour de la méme étoile peuvent étre étudiées en
relation les unes aux autres en utilisant les propriétés de leur étoile classifiante
commune, laquelle fonctionne par conséquent comme un « objet pont » venant les
relier. En fait, il existe des relations naturelles entre les propriétés des planetes et les
propriétés des étoiles autour desquelles elles tournent.
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Pour nous faire une idée de I'utilisation des « ponts » en astronomie, prenons par
exemple les lois de Kepler. La propriété selon laquelle toutes les planétes en rotation
autour d’'une étoile donnée ont des orbites de formes elliptique peut étre considérée
comme une propriété invariante des étoiles (ou, plus généralement, des corps autour
desquels d’autres corps sont en rotation). L’orbite concret d’'une planéte donnée peut étre
considéré comme dérivant du processus consistant a exprimer l'invariant abstrait « les
orbites sont elliptiques » dans les termes de la paire concréte associée a cette planéete
donnée. Ainsi les formes des orbites de deux planétes distinctes autour de la méme étoile
représentent-elles différents exemples d’'un seul modele abstrait.

Par ailleurs, il n’est pas rare que I'étude des caractéristiques d'une planéte donnée
permette d'inférer certaines propriétés de son étoile classifiante, et que ces propriétés
puissent a leur tour étre « réfléchies » [« reflected back »] en propriétés d’'une autre
planete en rotation autour de la méme étoile. Par exemple, la troisieme loi de Kepler
affirme que le ratio du carré de la période orbitale d’'une planéte par le cube de 'axe
semi-majeur de son orbite est une constante qui est propre a I’étoile et ne dépend pas de
la planete donnée. Ce principe peut ainsi étre considéré comme une propriété invariante
des étoiles (ou, plus généralement, des corps autour desquels d’autres corps sont en
rotation), et les trajectoires concretes effectuées par les planétes peuvent étre
interprétées comme différentes manifestations de cette propriété abstraite dans le
contexte des planetes distinctes (ou des paires qui leur sont associées). L’étoile
classifiante commune peut ainsi étre utilisée comme un « pont » pour transférer de
I'information entre deux planétes ; en effet, I'étude de la trajectoire concrete d'une
planéte permet d’'inférer la constante propre de son étoile classifiante, et cette
information détermine en retour la trajectoire concrete de n’importe quelle planéte en
rotation autour d’elle.

La linguistique : des « ponts » pour traduire

Une des caractéristiques fondamentales de la traduction est 'ensemble des propriétés
abstraites du texte (par exemple la « signification », la « musicalité », les caractéristiques
« structurelle », etc.) qu’elle garde invariantes.

Une traduction littérale adopte une approche axée sur le dictionnaire, ou ascendante,
dans la mesure ot elle consiste, en gros, a diviser le texte en phrases puis en mots ou en
expressions courtes, a remplacer chaque mot (resp. courte expression) du premier
langage par un mot (resp. courte expression) écrit dans I'autre langage qui lui correspond
selon un dictionnaire donné, et enfin a assembler ces mots « de maniére ascendante » en
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suivant une structure grammaticale, sinon identique, du moins semblable, a celle selon
laquelle les mots (resp. courtes expressions) d’origine correspondant étaient disposés
dans le texte. A partir de cette description, il est clair que ce qui est préservé par ce type
de traduction est la structure syntaxique des phrases qui composent les textes, mais pas
nécessairement la signification ou la musicalité des textes, ce qu’on serait pourtant en
droit d’attendre d’une bonne traduction. Voila pourquoi les traductions automatiques ou
littérales ne sont pas toujours possibles, et lorsqu’elles le sont, s’avérent souvent tres
insatisfaisantes, surtout lorsqu’elles impliquent deux langages possédant des facons
syntaxiques radicalement différentes d’exprimer une signification donnée.

Ce qui souleéve naturellement la question suivante : quel type d’approche doit-on adopter
pour obtenir une bonne traduction ? Contrairement a une traduction littérale, une
bonne traduction doit procéder d'une maniere descendante, ou axée sur les invariants, en
commencant par identifier un ensemble de propriétés abstraites des textes qu'on
souhaite voir demeurer invariantes dans la traduction, puis en utilisant une des
propriétés P (ou ]’ « intersection » de toutes ces propriétés) comme un « pont » pour
traduire d’'un langage a I'autre, comme suit. Pour chacune de ces P, on considere la
meilleure maniere d’exprimer P dans le premier langage, puis la meilleure maniere dont
P peut étre véhiculé dans le second langage ; les expressions qui en résultent du fait de la
traduction sont alors vouées a se correspondre entre elles. On notera que dans une
traduction de ce type, ce n’est pas nécessairement la structure syntaxique qui est
préservée, comme dans le cas de la traduction littérale, mais les propriétés qui sont fixées
au début comme étant celles qu'on désire voir rester invariantes.

Une traduction littérale n’est ni particulierement intéressante, ni profonde d’'un point de
vue conceptuel, en ceci qu’elle consiste essentiellement a renommer ou ré-étiqueter les
composants premiers d’un texte en fonction d’'un dictionnaire. En revanche, une bonne
traduction, littéraire, est souvent une ceuvre d’art. Elle peut révéler de nouveaux aspects
du texte qui étaient en un sens « cachés » dans la version originale et permettre ainsi des
interprétations nouvelles et différentes du message que contenait cette premiére version.

Génétique : ’ADN considéré comme un « pont »

L’ADN (humain) renferme de nombreuses caractéristiques essentielles de I'individu
auquel il appartient, mais il est invariant quant aux caractéristiques contingentes de cet
individu, comme son apparence physique a un moment donné (ou son age). C’est
I'individu qui détermine quasi uniquement son ADN, mais il existe de trés nombreuses
maniéeres d’extraire cet ADN (de différentes parties du corps, par exemple). Plusieurs
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caractéristiques spécifiques des individus se refletent dans des caractéristiques
particulieres de leur ADN - ce qui fait de ’TADN un objet particulierement apte a
fonctionner comme un « pont » pour transférer de I'information entre différents
individus. Par exemple, la découverte de similarités entre TADN de divers individus peut
révéler des relations de parenté biologiques entre eux ou des dispositions communes a
certaines maladies. On notera que le genre de découvertes que peut permettre une
analyse d’ADN ne peut étre atteint par d’autres méthodes : adopter ce niveau d’analyse
est en effet nécessaire pour dévoiler les caractéristiques « cachées » des individus
encodées dans '’ADN.

On observe la méme chose dans la théorie des topos : I'idée de topos classifiant d’'une
théorie donnée joue le role d'une sorte d’ADN de cette théorie, dont I'étude peut révéler
des aspects de cette théorie qui sont a peine visibles lorsqu’on adopte des techniques
alternatives. De la méme maniére qu’en génétique, on étudie la fagon dont les
modifications de 'TADN influencent les caractéristiques d’'un individu, dans la théorie des
topos, on peut étudier I'effet que des opérations de la théorie des topos sur les topos ont
sur les théories qu’ils classifient.

Ideal = réel ?

Les ponts abondent en mathématiques et dans d’autres champs scientifiques et peuvent
étre considérés comme « responsables » (au moins de maniére abstraite) de la « genése »
des choses et de la nature de la réalité telle que nous la percevons. L'idée de pont est une
abstraction, mais, et C’est intéressant, les ponts issus des sciences expérimentales peuvent
souvent étre identifiés a des objets physiques réels. En fait, les situations les plus
instructives surviennent lorsque ces objets idéaux admettent des représentations

« concretes », ce qui nous permet de contempler la dynamique de « différenciation a
partir de I'unité » dans tous ses aspects. Les topos de Grothendieck nous permettent de
matérialiser un nombre gigantesque d’objets idéals et de jeter ainsi des ponts efficaces
entre une grande variété de contextes différents. En général, chercher des
représentations « concretes » de (ou des fagons de réaliser) des « concepts imaginaires »
peut mener a la découverte d’environnements plus « symétriques » ot les phénomenes
peuvent étre décrit de maniéres naturelles et unifiées.
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Les topos considérés comme des « ponts »

Maintenant que nous avons extrait les caractéristiques conceptuelles essentielles de la
technique des « ponts », nous pouvons illustrer sa mise en application dans le contexte
de la théorie des topos.

Méthodologie générale

La théorie des « ponts » de la théorie des topos est centrée autour du concept de topos de
Grothendieck?. La théorie des topos de Grothendieck est écrite dans un langage
catégorique, mais contrairement a la théorie des catégories, elle est bien plus expressive,
ce qui est dii a un degré de liberté supérieur implicite a la définition du topos. En effet,
une catégorie peut étre pensée comme une paire d’ensembles associés par une structure
quelconque répondant a certaines propriétés ; n'importe quel ensemble peut étre
considéré comme une catégorie, mais la plupart des catégories issues des mathématiques
ne sont pas de cette forme. En fait, le concept de catégories possede par rapport a I'idée
d’ensemble un degré de liberté supplémentaire.

Les topos sont des objets mathématiques construits a partir d’'une paire, appelée site,
consistant en une catégorie C et en une idée généralisée d’'un recouvrement par ] opéré
d’une certaine maniere canonique (appelée topologie de Grothendieck). Le processus qui
produit un topos a partir d’un site donné peut étre décrit comme une sorte de

« complétion » par rapport a certaines opérations catégoriques relativement auxquelles
la catégorie C ne peut pas étre fermée. D’'un point de vue formel, un topos est défini
comme une catégorie Sh(C,]) de faisceaux sur un site (C,)).

Différents recouvrements peuvent étre considérés sur une catégorie donnée menant en
général a des topos inéquivalents, ce qui confere a I'idée de topos un degré
supplémentaire de liberté par rapport a celle de catégorie. L’existence de ces trois

« degrés de liberté » implicite dans le concept de topos (deux pour I'idée de catégorie et
un pour celle de la topologie de Grothendieck) peut étre exploitée pour construire des

« univers mathématiques » dans lesquels les théories mathématiques trouvent leur foyer
naturel et peuvent étre comparées entre elles de maniere efficace.

En fait, grace au travail novateur de Makkai et Reyes dans les années 19705, a toute
théorie mathématique T (d'une forme spécifiée générale, une théorie géométrique d'un
point de vue technique) peut étre associé canoniquement un topos ET, appelé topos
classifiant de T, qui représente le cadre naturel dans lequel la théorie devrait étre étudiée,
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a la fois en elle-méme et en relation avec d’autres théories. Deux théories possédant les
mémes topos classifiants (a équivalence pres) sont dites « équivalentes au sens de

Morita » ou « Morita-équivalentes ».

L’existence de théories « Morita-équivalentes » I'une a I'autre se traduit, au niveau des
sites, par I'existence de différents sites générant le méme topos (a équivalence pres) ; en
effet, a toute théorie peut étre associé un site tel que le topos construit a partir d’elle peut
étre identifié a son topos classifiant.

Le topos classifiant d’'une théorie peut étre utilisé de maniere efficace comme un « pont »
pour transférer de 'information entre cette théorie et une autre théorie

« Morita-équivalente » a elle, comme suit. Pour toute propriété ou construction de topos
donnée qui est invariante relativement a I'’équivalence des topos (cette invariance est
requise car le topos classifiant n’est déterminé qu’a équivalence pres), on essaie de
I'exprimer d’abord dans les termes d’une théorie, puis dans les termes de I'autre ; a
condition d’obtenir des caractérisations appropriées reliant les propriétés des théories et
les propriétés de leurs topos classifiants (et de maniere équivalente, les caractérisations
reliant des propriétés de sites et des propriétés de topos), cela conduira a une relation
logique entre des propriétés des deux théories écrites dans leur langage respectif :

— g'lf — &rf -

— ~
-~ .
e s

T T

D’un point de vue technique, le transfert d'information entre les deux théories est réalisé
en associant a ces deux théories des sites de définition qui conviennent a leur topos
classifiant (ou des objets de différentes sortes représentant leur topos classifiant), et en
exprimant des invariants de la théorie des topos sur le topos classifiant donné dans les
termes de ces deux sites au moyen de « caractérisations du site ».
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Au-dela de son niveau de généralité (car elle peut étre appliquée a des théories
mathématiques appartenant a peu preés a n'importe quel champ des mathématiques), un
des aspects étonnant de cette technique est qu’elle peut étre automatisée dans de
nombreux cas. En effet, en utilisant les méthodes de la théorie topos, on peut obtenir des
caractérisations du type étudié ci-dessus pour plusieurs invariants, valant de maniére
uniforme pour n'importe quelle théorie ou du moins pour de nombreuses classes de
théories (et pour certaines classes d’invariants, des caractérisations de ce type peuvent
méme étre établies de maniére purement mécanique) ; en présence d'une équivalence de
Morita, ces caractérisations seront ainsi capables de fonctionner comme les « arches »
d’'un « pont » reliant les deux théories, ce qui permettra de transférer de I'information
entre elles.

Comme on peut naturellement s’y attendre, les traductions entre des propriétés de
théories Morita-équivalentes réalisées au moyen de la technique du « pont » peuvent étre
tres surprenantes. En effet, une propriété invariante abstraite unique définie au niveau
de la théorie des topos peut étre exprimée de manieres complétement différentes dans
les termes de différents sites de définition d’'un topos donné. Pour prendre un exemple,
considérons la propriété de complétude d’une théorie : une théorie géométrique est dite
complete si chaque affirmation géométrique écrite dans son langage est soit
probablement vraie soit probablement fausse dans cette théorie. En général, prouver
qu'une théorie est complete est tres difficile. Néanmoins cette propriété est équivalente a
une propriété invariante simple du topos classifiant (a savoir la propriété du topos d’étre
bivalent), admettant des reformulations alternatives dans les termes d’autres sites de
définition.

Par exemple®, cette propriété invariante est équivalente a la propriété de plongement
conjoint sur une catégorie C (c’est-a-dire la propriété selon laquelle deux objets
quelconques de cette catégorie peuvent étre reliés a un troisieme) dans le cas d’un site
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atomique non trivial (Cop,Jat) (rappelons que la topologie atomique Jat sur 'opposé
d’une catégorie C répondant a la propriété d’amalgamation est la topologie de
Grothendieck ayant précisément comme cribles couvrants les cribles non vides). On
notera qu’en général, la propriété de plongement conjoint sur une catégorie est une
manieére bien plus simple de vérifier une propriété que la complétude d’une théorie ;
néanmoins, pour les théories T dont le topos classifiant est un topos de faisceaux sur un
site atomique (Cop,Jat), les deux propriétés (c’est-a-dire la complétude de T et la
propriété de plongement conjoint de C) se correspondent I'une 'autre relativement a un
« pont » de la théorie des topos, ce qui permet ainsi de faire la preuve de I'un par la
vérification de I'autre’.

Pourquoi les topos ?

On pourrait se demander pourquoi les topos de Grothendieck sont si efficaces a jouer le
role de « ponts » pour relier différentes théories mathématiques entre elles. Plusieurs
raisons I'expliquent, qui peuvent se résumer de la maniére suivante :

— la généralité : contrairement a la plupart des invariants utilisés en mathématiques, le
niveau de généralité des invariants de la théorie des topos est tel qu’ils conviennent pour
comparer entre elles des théories mathématiques (de premier ordre) de tout type ou
presque.

- [expressivité : de nombreux invariants importants issus des mathématiques peuvent
étre exprimés comme des invariants de la théorie des topos.

— centralité : le fait que les invariants de la théorie des topos se spécialisent souvent dans
d’'importantes propriétés ou constructions d’intérét logique ou mathématique naturel
indique clairement la centralité de ces concepts en mathématiques. En fait, tout ce qui
arrive au niveau des topos possede des ramifications « uniformes » dans 'ensemble des
mathématiques.

- flexibilité technique : les topos sont des univers mathématiques tres riches en termes de
structure interne ; de plus, ils possédent une théorie des représentations trés bien
spécifiée qui les rend extrémement efficaces computationellement lorsqu’ils sont

considérés comme des « ponts ».

Traduit de I'anglais par Marie-Mathilde Burdeau.
Plus d’informations sur la théorie des « ponts » de la théorie des topos et les recherches d’Olivia
Caramello sur oliviacaramello.com (http://oliviacaramello.com)
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Footnotes

1. Ces notions ont été introduites in Olivia Caramello, [§« The unification of Mathematics via Topos
Theory », arXiv:math, juin 2010. 42p. Web. CT/1006.3930v1. Et développées in Olivia Caramello.
« Topos-theoretic background ». sept. 2014.

2. A cette fin, on pourra par exemple consulter les premiers paragraphes de Olivia Caramello,
« Topos-theoretic background », sept. 2014.

3. Le programme d’Erlangen est un programme de recherche mathématique publié par le
mathématicien allemand Felix Klein en 1872. L'objectif est de comparer les différentes geéométries
apparues au cours du xixe siecle pour en dégager les points de similitude : on peut ainsi plus
clairement distinguer la geéométrie affine, la géométrie projective, la géométrie euclidienne, la
geomeétrie non euclidienne au travers d’'une vision globale. La clef de voUte de ce programme est
de fonder la géométrie sur les notions d’action de groupe et d’invariant. (wikipedia)

4. Michael Artin, Alexander Grothendieck et Jean-Louis Verdier (eds), « Séminaire de Géomeétrie
Algébrique du Bois Marie - 1963-64 - Théorie des topos et cohomologie étale des schémas”, vol.
2. Lecture notes in mathematics. Berlin, New York: Springer-Verlag, 1972. iv+418. Print.

5. Michael Makkai et Gonzalo E. Reyes, First-order categorical logic, Lecture Notes in Mathematics,
vol. 611, p. 301. Berlin, Heidelberg : Springer-Verlag, 1977. Imprime.

6. Olivia Caramello, « Fraissé’s construction from a topos-theoretic perspective », Logica
Universalisis 8 (2), 2014. 261-281. Berlin, Heidelberg : Springer Verlag. Imprimé.

7. Olivia Caramello, « The unification of Mathematics via Topos Theory », arXiv:math, juin 2010, 42p.
Web. et Olivia Caramello, [ « Topos-theoretic background », sept. 2014. Web.

Olivia Caramello est une mathématicienne italienne qui travaille actuellement en tant
que Marie Curie Fellow a I’'Université de Paris 7. En 2014 elle a été récompensée d’'une
bourse L'Oréal-Unesco pour les femmes et la science pour son travail en théorie des
topos et logique.
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